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В традиционной схеме метода обратной задачи рассеяния спектраль
ный параметр вспомогательной линейной задачи считается постоянной 
величиной. В работе предлагается считать его величиной переменной, 
удовлетворяющим переопределенной системе дифференциальных уравне
ний, которая однозначно определяется вспомогательной линейной за
дачей. Нелинейные уравнения, возникающие при таком подходе, содер
жат, как правило, явную зависимость от координат. Этот метод позволя
ет построить, кроме известных уравнений (уравнение гравитации, урав
нение Гайзенберга в аксиальной геометрии и т. д.), ряд новых интегри
руемых уравнений, имеющих прикладное значение. 

ВВЕДЕНИЕ 

Метод обратной задачи рассеяния, открытый в 1967 году, является 
сейчас незаменимым инструментом математической физики, позволяющим 
эффективно исследовать многочисленные нелинейные уравнения в част
ных производных, возникающие в приложениях. Весьма общая формули
ровка этого метода была предложена в работе [1] (см. также [2]). 

В рамках этой формулировки нелинейные интегрируемые уравнения 
возникают как условия совместности переопределенной системы линейных 
уравнений 

(8.1) Ф^С/Ф, Ф^УФ. 

Здесь С/, V и Ф — матричные NXN комплекснозначные функции §, ц и 
спектрального параметра А,, который предполагается произвольной ком
плексной константой. Зависимость U и V от К считается рациональной. 
В случае общего положения имеем 

<В.2) U (К g, ц) = и0 (g, т,) + £ i l i ^ • 

где %пФ\хп. Ситуации совпадающих и кратных полюсов получаются из 
(8.2) с помощью предельных переходов. При этом важную роль играет 

полиномиальный случай 

<В.З) и^ио+UiX+...+ujJ, V=*vQ+viX+...+vfri. 
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Условие совместности уравнений (В.1) имеет вид 

(8.4) U.-Vz+W, F]=0. 

Уравнения на функции ип, ип возникают из требования выполнения усло
вия (В.4) тождественно по К. Для решения этих уравнений используется 
«метод одевания», основанный на задаче Римана — Гильберта на комплекс
ной плоскости Я. В сформулированную схему укладывается после соответ
ствующих редукций большинство систем, интегрируемых методом обрат
ной задачи. 

Метод одевания наиболее развит в том случае, когда полюса Kn([in) не 
зависят от переменных £(т])- Возникающие при этом уравнения имеют 
постоянные коэффициенты. В частности, если положить 

(8.5) Ф ^ х ^ - Ф , Ф , = х ^ т Ф . 

u=-gig~\ v=griri, £=<I>U=o, 

то для g получим уравнение «главного кирального поля» (см. [2]) 

(8.6) (gtg-%Hgrg-lh=0. 

К уравнению (В.6) близко по форме уравнение 
(8.7) (aglg-i),+ (agng-i)l=0, 

имеющее переменные коэффициенты. Здесь а = « ( | , ц)— скалярная 
функция, подчиняющаяся уравнению 
(8.8) а6ч=0. 
Пусть g —симметричная вещественная матрица 2X2, a a2=det^, тогда 
уравнение (В.7) описывает гравитационное поле в теории тяготения Эйн
штейна при условии, что метрический тензор зависит только от двух пере
менных. 

Уравнение (В.7) в общем случае не укладывается в изложенную выше 
схему. Однако в работах [3] было показано, что к нему при произвольной 
матричной размерности N также можно применить метод обратной задачи, 
причем требование вещественности и симметрии матрицы g не является 
обязательным. В работах [3] было найдено, что уравнение (В.7) является 
условием совместности следующей переопределенной системы: 

(8.9) D10 = -r-^— Ф, D2(D = -r-^— Ф, 

где 

(8.10) Ъ°-Ь*-Х°-, Di = 4- + -^-^4-t 
' д\ А — а дк дц А + а о А 

u=-aglg-\ v=agng~\ gr=0|x=o. 
Операторы Dt, D2 коммутируют при выполнении условия (В.8). В работах 
[3] для уравнения (В.7) был развит метод одевания и построены классы 
точных решений. К уравнению (В.7) возможен и другой подход. Как было-
показано в [4, 5], оно может быть извлечено из системы (В.4), если счи
тать, что X является некоторой функцией от g, ц и дополнительной коми-

324 



лекснои константы z: 
(B. l l ) K(z, 1, t\) = [h-f-z+y(z-2h)(z+2f)]l[f+h], 

/=/(1), Л=Л(Л), a=/+u, 
где / и /г — произвольные функции. Далее величину z мы будем называть 
скрытым спектральным параметром. Отметим, что в работе [5] второй 
подход был развит глубже. В статье [4] для уравнений гравитации было 
найдено только представление Лакса. В работе [5] для систем типа (В.7) 
был построен метод одевания, найдены точные решения и исследованы 
законы сохранения. 

В настоящей статье мы покажем, что прием, использованный в [4, 5 ] , 
эквивалентен приему [3] и может быть развит до уровня общего метода, 
который будем называть методом обратной задачи с переменным спек
тральным параметром. Традиционный метод обратной задачи [1, 2] явля
ется частным случаем предлагаемого метода. 

Уравнение (В.7) является примером интегрируемого уравнения, имею
щего переменные коэффициенты. Этот пример отнюдь не является единич
ным. Целый ряд подобных уравнений приведен, например, в работе [6] . 
Простейший способ построения таких уравнений был намечен еще в рабо
те [1] . В формулах (В.1), (В.2) можно считать, что полюса Хп являются 
произвольными функциями переменной £, а полюса \хп — также произволь
ными функциями переменной г). Условия (В.4) дадут теперь уравнения с 
переменными коэффициентами. В работе [7] было показано, что таким 
образом можно прийти к уравнению (В.7) в частном случае 7V=2, g=gtT, 
отвечающему приложениям к теории гравитации. 

Из работ [3, 8] следует, что метод одевания в случае «движущихся 
полюсов» существенно модифицируется по сравнению со случаем постоян
ных полюсов, изложенным в [1, 2 ] . 

Предлагаемый метод представляет возможность систематически изу
чать интегрируемые нелинейные уравнения в частных производных с пе
ременными коэффициентами. Оказывается, что каждому уравнению с по
стоянными коэффициентами, к которому применима схема метода обрат
ной задачи [1], кратко описанная выше, соответствует целый класс урав
нений с переменными коэффициентами, подпадающих под действие ново
го метода. Уравнения из этого класса мы будем называть деформациями 
исходного уравнения. К этому классу также мы будем относить уравнения, 
интегрируемые в рамках схемы [1] с «движущимися полюсами» Яп(5)» 
\1п(ц). Так, уравнение (В.7) является деформацией уравнения главного 
кирального поля (В.6). Ранее был известен еще один пример такого рода — 
уравнение Гайзенберга, моделирующее эволюцию цилиндрически симмет' 
ричных конфигураций намагниченности изотропного магнетика [9] : 

(8.12) S, = S x ( s r r + - l s r ) , S2 = l , S = (SUS2,S3). 

Это уравнение является деформацией уравнения Гайзенберга, используе
мого в одномерной ситуации: 

(8.13) S ,=SXS^, S 2 = l . 
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В общем случае, как и в рассмотренных примерах, переменные коэф
фициенты деформаций подчиняются некоторой системе уравнений в част
ных производных (например, для уравнения гравитации роль этой системы 
играет уравнение (В.8)). Упомянутая система в общем случае нелинейна, 
и вопрой о ее решениях представляет самостоятельный интерес. Дело в 
том, что эти системы, вообще говоря, не обладают свойством Пенлеве, 
т. е. их точные редукции к обыкновенным дифференциальным уравнениям 
допускают подвижные критические точки. Тем не менее иногда удается 
свести задачу о построении общего решения этих уравнений в частных 
производных к задаче интеграции обыкновенного дифференциального урав
нения. Не исключено, что эти системы являются интегрируемыми, но, мо
жет быть, в совершенно новом смысле. 

В некоторых случаях с помощью замен переменных и полей деформа
ция уравнения приводится к исходному недеформированному уравнению. 
Эти деформации мы будем называть тривиальными. Примером такого рода 
может служить известное уравнение Кортевега — де Фриза с «цилиндриче
ской расходимостью»: 

(8.14) щ + 6иих + иххх + -^ = 0. 

Соответствующая замена была найдена впервые в [10]. 
Существуют и представляют большой интерес специальные случаи, 

когда деформированные уравнения имеют постоянные коэффициенты. Та
ковой, например, является система уравнений 

(8.15) Яп=р, Ъ+Чг(рЕ+РЕ)=с, pi=NE, 

(с — константа), являющаяся нетривиальной деформацией известной си
стемы Максвелла — Блоха (о физических приложениях системы (В.15) 
см. ниже). 

Процедура интегрирования деформированных уравнений при помощи 
метода одевания заметно отличается от изложенной в [1]. Описанию этой 
процедуры мы предполагаем посвятить отдельную статью. 

1. СЛУЧАЙ ОБЩЕГО ПОЛОЖЕНИЯ 

Основная идея метода обратной задачи с переменным спектральным 
параметром заключается в следующем. Пусть недеформированная система 
является условием совместности (В.1), (В.2) в случае «неподвижных по
люсов» Хп, |яп. Для получения деформаций этой системы мы будем считать 
в (В.2), что полюса A,n, \in суть некоторые функции от | и и, а к — функция 
от £, г] и локально аналитическая функция скрытого спектрального пара-
метраг (в этом случае простые дроби 1/ (А,—А,„), 1/(Х—|in) являются линейно 
независимыми). Эти функции отнюдь не являются произвольными. Они под
чиняются системе уравнений, которая однозначно фиксируется тем требо
ванием, что условие (В.4) выполняется тождественно по z и возникающая 
при этом система нелинейных уравнений на матрицы ип, vn имеет в точно
сти калибровочную недоопределенность. В силу изложенного уравнения 
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на К имеют следующий вид: 

(\ \\ _Z. 1
 ri , V1 anm , \П ° ш 

(4-2) -7ЙГ-Г-̂  = ?» + V / n " + V , П9П , 
ag я — |u,n Z J A, — %m Z.J x — |im 

ra=i m=i 

где коэффициенты /? dnm — функции | и ц. 
Рассмотрим систему (1.1). Все уравнения этой системы должны опре

делять одну и ту же производную А,„. Отсюда имеем 
(1.3) / ? 1 = = • • • ==PNi==Pi Я п т = Л п О П т , Опгп^=Ьгп/\Ап—|^m) • 

При этом 

ьп <1,4) ап = 2рХп - р - V . \ , , 
7 П = 1 

а.5) ^ = - P V + P A . + P - | ; I ; A S 
7 7 2 = 1 

здесь р, р — некоторые функции \ и п. Теперь 

7 П = 1 

Аналогично из (1.2) получаем 

( 1 . 7 ) Ql= • • • ==QN2===QI ^nm= = =^nOnm7 C n m
= = : C m / ( f in Am) , 

причем 

m = l 

q, q — неизвестные пока функции и 

m=i 

Подставляя (В.2) в (В.4) и учитывая (1.1) —(1.9), получаем матричную 
систему 

( 4 - 1 0 ) - ^ — - J r + 1>°» *>о] = — Р JT} мп +. у ^ J i;hf 

Л N 2 ЛГ, 

T^ + ["-*+|1-iA:]=-*'-+^|1TC^=F' 
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в которую входят неизвестные пока коэффициентные функции Хп, \лП1 сп, 
Ъп, р, р, р, q, q, q. Для их определения заметим, что уравнения (1.6), (1.9) 
должны быть совместны и определять А, как функцию g, ц и постоянной 
интегрирования z — скрытого спектрального параметра. Вычисляя из (1.6), 
(1.9) двумя способами Я^, найдем после простых преобразований 

дЬ Nl д~ N* 
-± - pq + Зр£ ст= -(&-ЯР + 3я£ fem-

m = i ra=l 

m=i 

Уравнения (1.11) вместе с уравнениями (1.5), (1.8) составляют систему 
условий совместности уравнений (1.6), (1.9). 

В тривиальном частном случае, когда X, Кп и |ыГ1 — постоянные, правые 
части в (1.10) также равны нулю. Уравнения (1.10) определяют теперь 
«недеформированную» систему общего положения, интегрируемую в рам
ках метода обратной задачи (B. l ) , (B.2) с «неподвижными полюсами» 
Хп, \in. В общем случае система (1.10), дополненная уравнениями (1.5), 
(1.8), (1.11), представляет собой ее деформацию. Заметим, что скалярная 
система (1.5), (1.8), (1.11) не зависима от матричной системы (1.10) и 
может рассматриваться независимо. 

Эта система представляет собой набор 2 ( Л ^ + Л ^ + З уравнений на 
2(7V1+7V2+3) неизвестных функций. Недоопределенность связана здесь с 
возможностью совершить произвольное дробно-линейное преобразование 

(1.12) ^ ( о Л + Р ) / ( ч Я + 6 ) , 

где а, р, Y? б — некоторые функции от § и ц. Имеет место 
П р е д л о ж е н и е 1. Дробно-линейным преобразованием систему (1.6), 

(1.9) можно привести к виду 

(1.13) м р ^^_ _ ^ + у _ ^ _ = 0. 
m=l m=\ 

Условия совместности системы (1.13) имеют вид 

(iU) dln I V bm — 0 -^L-2c Y bm — P 
7 7 1 = 1 7 7 1 = 1 

Ей^=^- ж-^Z = 0. 
dl ^ ^ l l n - l m - ' dl ""^(Pn-Kf 

Здесь число уравнений и число неизвестных функций совпадают и равны 
2(M+iV2). 
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Несложное доказательство предложения 1 мы не приводим. Заметим 
только, что система (1.14) возникает из (1.5), (1.8), (1.11), если положить 
p=p=:p=q=q=q=0. Кроме того, матричная система (1.10) имеет калибро
вочную недоопределенность (7V±H-iV2+l матричных уравнений на iV!+iV2+2 
матриц ип, vky тг=0, 1 , . . . , 7У4; &=0, 1 , . . . , N2). Это связано с возможностью 
совершать в системе (В.1) калибровочное преобразование 

(1.15) Ф=#Ф, U=-g-lgl+g-iUg, V—r^+r'Vg, 

где g — произвольная невырожденная матричная функция от £ и ц. Поми
мо преобразования (1.15) в системе (В.1) возможна замена координат 

die) г-гш, v=v(ri). 
Две деформированные системы, отличающиеся преобразованиями (1.12), 
(1.15), (1.16), мы будем называть обобщенно калибровочно эквивалент
ными. Те деформации, которые с помощью точечных преобразований и 
преобразований (1.15) сводятся к недеформированным уравнениям, мы 
будем называть тривиальными, а все остальные — нетривиальными. Пусть 
система уравнений на К дробно-линейным преобразованием приведена к 
форме (1.13). Теперь /?=д=0, и в уравнении (1.10) можно калибровоч
ным преобразованием одновременно обратить в нуль функции и0 и v6. 
Система (1.10) принимает тогда простой вид: 

<1Л7) *£. + Гц,, У - j- i-L-l = У bfU + Km . 

^ElLJ-[„ Y 1 Um 1 — У 1 CrrPn + bnUm 

К системе (1.14), (1.17) можно прийти совершенно другим способом. 
Пусть X — постоянный спектральный параметр, но уравнения (В.1) за
менены на уравнения 

(1.18) D ^ E / Ф , 02Ф=7Ф. 

Здесь операторы Di( 2 имеют вид 

(1.19) D ^ - 1 - Ь ^ , D ^ ^ + e ^ - , 

а матрицы U и V по-прежнему задаются соотношением (В.2). Требуем, 
чтобы операторы Di и D2 коммутировали. В силу этого получаем 

(1.20) F,+GF,=G,+FGX. 

Уравнение (1.20) есть условие обращения в нуль коммутатора векторных 
полей Di2 . Подставляя (1.19) в (1.20), после простых преобразований 
получим уравнения (1.14). 
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Условие совместности системы (1.18) имеет вид 

(1.21) Dti7-D2V+[E7, V]=0. 

Уравнение (1.21) (в случае канонической калибровки ^0=^о=0), как лег
ко убедиться, эквивалентно системе (1.17). 

В уравнениях (1.18) также можно совершать дробно-линейные и ка
либровочные преобразования, а также растяжения координат. В заклю
чение этого раздела заметим, что схема получения деформированных 
уравнений, использующая дифференцирование по параметру А,, непосред
ственно вытекает из работ [3], тогда как техника, связанная с введением 
переменного параметра X, возникла из попыток понять результат Мейсо-
на [4]. 

Заметим еще, что система (1.13), (1.14) содержит простой частный 
случай. Пусть сп=0, дХ1д\=0. Тогда iin=\in(r[), bn=bn(r\) — произволь
ные функции одной переменной. Зависимость %=rk(z, и) находится из ре
шения обыкновенного дифференциального уравнения (1.13), а полюса 
1 = ъ I 
Лп ** | z — zn-

2. ДЕФОРМАЦИЯ УРАВНЕНИЙ ГЛАВНОГО 
КИРАЛЬНОГО ПОЛЯ 

Переходя к рассмотрению конкретных примеров, заметим, что в даль
нейшем мы не будем обязательно приводить рассматриваемую систему к 
виду (1.14), (1.17), но будем использовать свободу относительно калиб
ровочных и дробно-линейных преобразований по своему усмотрению. 
Пусть матричные функции U и V имеют лишь по одному простому по
люсу. Дробно-линейным преобразованием можно перевести эти полюса в 
в точки Я=±1. Выбирая каноническую калибровку, приведем уравне
ния (В. 1) к виду 

(2Л) Ф ^ Х ^ Т Ф ' ф1 = ТТТ ф -
В отличие от (В.6) здесь Я является переменным и подчиняется уравне
ниям 

<9 9\ д 1 — а i Ъ д 1 — С 1 — 
^•'> дц l - l — l - l ^ X ^ l ' dl Я + 1 - b + l + b — 1 ' 
С учетом (2.2) условия совместности системы (2.1) имеют вид 

(2.3) ur]+il2[u, v]=—au+dv, Vz—l/2[v, u]=—cv+bu. 

Условия совместности системы (2.2) могут быть записаны в виде 

(2.4) Ь6+2Ьс=0, dr]+2da=0, 

(2.5) (a+b)z=(c+d)n=-ac-3bd. 

Из (2.5) следует, что можно ввести функцию а по формулам 

(2.6) - l - l n a - оА-Ъ, JL-\na = c + d. 
v ' дц ос 
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С учетом (2.6) из (2.3) следует 

(2.7) (au)^(av)t. 

Выражая и и v из (2.1), имеем для Ф 

(2.8) (а(Я-1)Ф6ф-1)л=(а(Я,+ 1)Фчф-1)1. 

Уравнение (2.8) справедливо тождественно по «скрытому параметру» z — 
константе интегрирования системы (2.2). В тривиальном частном случае 
a=b=c=d=0, X=const, а = 1 (2.8) переходит при А,=0 в уравнение главно
го кирального поля. Система (2.2) —(2.8) представляет собой наиболее 
общую деформацию этих уравнений. Уравнения (2.4) —(2.5) просто ин
тегрируются в частном случае 

(2.9) а = & = — — - In a, c = d = ~у~~яГ1 п а» 

упрощаясь до одного уравнения а^=0. Система (2.2) при этом также 
интегрируется и дает формулу (В.И), определяющую A,=A,(z, | , т]) как 
функцию скрытого спектрального параметра z, расположенного на дву
листной римановой поверхности. Устремляя на верхнем листе z-+°°, по
лучаем Х->0. Уравнение (2.8) при этом переходит в уравнение грави
тации (В.7). 

Известны и другие случаи интегрируемости системы (2.4) —(2.5). 
Пусть d=0, b¥=0. Тогда подстановка 

позволяет дважды проинтегрировать уравнение по | , после чего система 
приводится к обыкновенному дифференциальному уравнению с подвиж
ными критическими точками 

(2.11) /?Т) = _ - 1 + р{г,)л + Т(Т1). 

Здесь р(Т1) и 'Y(TI) — произвольные функции. Это уравнение в общем случае 
не интегрируется в квадратурах. 

Более прост случай d=b=0. Тогда подстановка а = ~Б—1па> 
дц 

д 1 с = -^- In а снова приводит к уравнению 

а6ч=0, а=/(|)+Л(т1). 

Уравнения (2.2) теперь интегрируются и дают 

(2.12) Х= - m + h(n) + z 

Из уравнения (2.8) при z=0 имеем 

(2.13) (/ФбФ'^л+СйФчФ-^^О. 

331 



Еще один случай интегрируемости: c=d=0. Теперь а и Ъ — произволь
ные функции от ц, и уравнения (2.2) в общем виде не интегрируются. 
Интересно, что теперь можно положить а и Ъ произвольными константа
ми. При этом уравнение (2.8) примет вид 

(2.14) а(Ф1ф-1)ц+Ь(ФУ]ф-1)1+а(а+Ь)Ф1ф-{=0. 

Как (2.3), так и (2.14) становятся уравнениями с постоянными коэффи
циентами. В общем случае решение системы (2.4), (2.5) нам не известно. 

3. ДЕФОРМАЦИИ U — ^-СИСТЕМЫ 
И УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА — БЛОХА 

Уравнения главного кирального поля калибровочно-эквивалентны не
которой системе уравнений на две матричные функции U и F, известной 
как «U— F-система». В частном случае из этой системы выводится урав
нение «синус-Гордон». Деформации этих уравнений удобно рассматривать 
независимым образом. Рассмотрим систему (В.1), в которой функции U 
и V имеют по одному простому полюсу. Дробно-линейным преобразова
нием переведем полюса в точки Х=0, °°. Положим 

(3.1) и^Кщ+щ, V=v/X. 

Функция X подчиняется системе уравнений 

(3.2) ^ а Х + Ь + ±-, ±-±- = a + t + ±-. 

С учетом их из (В.4) извлекаем систему уравнений 

(3.3) — i = — aux + av, -— f- [иг, и] = — Ъщ + fiv, 

При а=а=Ь=д=с=с:=0 система (3.3) переходит в «U— У-систему» [11]. 
(Обычно полагают щ=1 — постоянная диагональная матрица.) 

В нашем случае коэффициенты а, а, Ь, 5, с, с подчиняются следующей 
из (3.2) системе уравнений 

(3.4) a1t+2aa=0, Ьц+Ъа+ЗЬа=01 сБ+2сс=0, 

&s+6c+35c=0, а 6+с ч+2Ь5+4ас=0. 

Выбор U и V в виде (3.1) допускает растяжение параметра X (Х-^е^Х), 
поэтому система (3.4) является недоопределенной. Растяжением X можно 
обратить функцию а(6> ю в нуль, а функцию й(5> Л) в константу. Далее, воз
можно следующее дерево вариантов. 

1. й = 1 , с¥=0. Заменой 

(3.5) с=е2%, c=—%t, b=pex 

система (3.4) приводится к симметричному виду: 

(3.6) ' дп+3ре*=0, р6+35ех=0, %1ц=2рЪе*+&2\ 
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Система (3.6) (как и система (2.4) —(2.5)) в общем виде пока не реше
на. В частном случае Ъ=р=0 она эквивалентна уравнению Лиувилля 

(3.7) 5а,=4е2*. 

2. а = 1 , с=0 , 6^0 . В этом случае система (3.4) подстановкой 

(3.8) Ъ=е\ с=—хг, 5=7 2 Х^" Х 

приводится к одному уравнению: 

(3.9) Хяи-ХиХи+бе^О. 

Совершим еще подстановку Y^=ex. Уравнение (3.9) трижды интегри
руется по т]7 после чего становится обыкновенным дифференциальным 
уравнением первого порядка с подвижными критическими точками 

(З.Ю) У Е + Р + Ш ) Г + / О Ш = О , 

здесь /0>i(§) —произвольные функции. В общем случае оно в квадрату
рах не интегрируется. 

3. а = 1 , Ь=с=0. В этом случае уравнения (3.4) тривиализуются. Ъ и 
с могут быть сделаны произвольными функциями от J-. Теперь к не за
висит от т], но найти явную зависимость к от £ и z в общем случае не 
удается. 

Рассмотрим простейший случай Ъ=с=0. Тогда A,= l /y2(g+z) , а систе
ма (3.3) принимает вид 

(3.11) 

Положим 

(3.12) 

Имеем 

(3.13) 

dui 

дц • = v, 
duo 
дц [иъ v] = 0, ~ + [v,uo]=0. 

щ = 
0 \р 

Uo s = s. 

8ц=1(Щц—1|51|34), фбч=21в'фч. 

Представляло бы большой интерес найти применение системе (3.13). 
4. Перейдем к рассмотрению случая а = 0 . Теперь dujdt\=0 и можно 

выбрать Ui=J — постоянная матрица. В общем положении растяжением 
% можно добиться 5 = 1 . Теперь, если сФО, замена переменных с=еч, 
£ = -Хб, &==1/2Xir1 приводит к уравнению 

(3.14) X^-XiX,i+6e2 x=0, 

отличающемуся от (3.9) заменой ^^-^г]. При с = 0 подстановка Ъ=ё*, 
с=—tyi приводит к уравнению Лиувилля ф^=2еф. Наиболее интересен 
случай Ь=Ъ=0. Теперь из (3.4) имеем 

(3.15) c„=0, сг+2сс=0. 

Уравнение (3.3) упрощается до вида 

(3.16) ди0 + [J,v] = 0, dv 
01 

-f- [и, uo] =cJ — cv. 
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Положим 
Г1 0] 1 Г 0 ЕЛ 1 Г iV — р 

Имеем 

(3.17) Я ч -р=0, 

(3.18) Nl+i/2(pE+pE)=-W-4c1 

(3.19) 9l-NE=-cp. 

Система уравнений (3.17) —(3.19) при c=c=0 переходит в известную си
стему Максвелла — Блоха [12], описывающую распространение импульса 
излучения в двухуровневой среде. Интересен случай с=0, c=const. Си-
стема (3.17) —(3.19) теперь приобретает вид (В.15). Для спектрального 
параметра имеем lk=~]/2c(r\+z), так что деформация (В.15) уравнений 
Максвелла — Блоха является нетривиальной. С физической точки зрения 
это система Максвелла — Блоха, в которой происходит накачка атомов, 
находящихся в возбужденном состоянии. При этом величина V|p|2-fiV2 

меняется по закону 

4r f |p | 2 + ^= - -4c . N 
д% , К | "|/"|p|2 + iV2 

Пусть с=0, c=const, тогда деформация оказывается уже тривиальной. 
Действительно, теперь X=z\f>(£), г|)(£)=ехр[— с\]. Замена v=tyv, u0==^u0r 

1 д д 

— —яг = —т- приводит систему к не деформированному виду 

Ф | = ф / + и0)Ф, Ф л = - ^ - Ф . 

4. ПОЛИНОМИАЛЬНЫЙ СЛУЧАЙ 

Значительное число интегрируемых систем относится к случаю, когда 
матрицы С/, V в (В.1) являются полиномами от спектрального парамет
ра X: 

(4.1) и=щ+щ%+.. .+иткт, 

(4.2) V=vQ+vA+.. .+i\A\ 

Пусть спектральный параметр является переменным. Тогда должна 
выполняться следующая система уравнений на А,: 

(4.3) Kx=po+piX+.. .+MN 

(4.4) Kt=q0+qik+.. .+qt\\ 

здесь к^т, 1^п. Кроме того, /?fe^0, qt^0. Условия совместности системы 
(4.3), (4.4) могут быть исследованы в общем виде. Положим для опреде
ленности к^1. Тогда справедливо 

П р е д л о ж е н и е 2. Имеет место альтернатива: к=1 или к=1. 
Действительно, пусть Kk^l. Дифференцируя (4.3) по £, а (4.4) по х, 
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выражая производные из (4.3), (4.4), найдем в старшем порядке по Я-: 

(4.5) (г-Л)рлдЛ*+1-1=0. 

Отсюда к=1. 
Рассмотрим обе возможности. 
1. Пусть к=1. Уравнение (4.3) имеет вид 

(4.6) Хх=Ро+рХ 
Совершим преобразование 

(4.7) Х=а+Ьи 

и потребуем выполнения условий ax=p0+pla, bx=pjj. Теперь система 
(4.3), (4.4) принимает вид 

(4.8) |1*=0, H't=9o+?iM'+- • •+<№*, 

где q0,... ,qi — произвольные функции t. 
2. к=1. Чтобы найти общее совместное решение системы (4.3), (4.4), 

заметим, что она теперь допускает произвольное криволинейное преобра
зование координат: х=х(х', t'), t=t(x\ t'). Преобразование можно вы
брать таким образом, что ph—0. В силу доказанного выше при этом авто
матически обращаются в нуль все рг (2^Кк— 1), и уравнение (4.3) при
водится к виду (4.6). Далее, линейным преобразованием параметра К 
можно обратить в нуль р0 и ри Итак, чтобы получить общее решение си
стемы (4.3), (4.4) при к=1, следует рассмотреть общее решение системы 
(4.8) и затем совершить в этой системе произвольную замену координат 
и произвольное линейное преобразование функции X. 

В рассматриваемых ниже примерах нам будет встречаться только слу
чай к<1, когда система (4.3), (4.4) может быть приведена к виду (4.8) 
линейным преобразованием К. Систему (4.8) можно еще более упростить, 
используя линейное преобразование \x=c{t)

Jrdit)K и замену времени t. 
Окончательно получаем 

Эта система возникает из (4.8), если положить: ^ 0
= ^i=0, дг=1. Приме

ры различных деформаций систем полиномиального типа приведены в 
приложении. 

5. СЛУЧАЙ СПЕКТРАЛЬНОГО ПАРАМЕТРА 
НА КРИВОЙ КОНЕЧНОГО РОДА 

В системе (В.1) спектральный параметр может быть расположен не 
только на римановой сфере, но и на алгебраической кривой конечного 
рода [13]. В этом случае удобно не совершать явной униформизации ал
гебраической кривой, но вводить аналоги простых дробей — линейно не
зависимые рациональные на кривой функции Wi, связанные квадратич
ными соотношениями (см. [13]). В общем виде имеем 

N N 

(5.1) U=S\u{wu V = У ( VjWj. 
i = l i = l 
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Здесь функции w{ удовлетворяют набору квадратичных соотношении 

(5.2) ne,juwi+4r
eiu;<=01 

5=1, . . . ,7V—p (p — род кривой), 

которые учитываются при вычислении условий совместности систе
мы (В.1). 

Спектральный параметр — униформизующий параметр системы квад
рик (5.2) — здесь с самого начала является скрытым, хотя и постоянным. 
Чтобы сделать его переменным, предположим, что все w{ являются функ
циями от х, t и подчиняются системе уравнений 

(5.3) 

Переопределенная система (5.3) должна рассматриваться совместно с 
алгебраическими уравнениями (5.2). При этом как коэффициенты Ат, 
Вци, Рц, Qih т а к и параметры квадрик Hsih W8i должны считаться функ
циями ОТ X И t. 

Общая задача такого рода совершенно не изучена. Мы, однако, при
ведем один достаточно интересный пример. Рассмотрим известное уравне
ние Ландау — Лифшица [14, 15]: 

(5.4) s,=sx(s«+;s), s2=i, 
где / — постоянная диагональная матрица 3X3, S=(5i, &, S3). В случав 
(5.4) матрицы U и V имеют вид 

(5.5) U = i £ SaPau£\ V = 2j JT SaOaW
(» + i YJ e°bcSb 4 g - <T„W# '. 

a, b, c = l 

Здесь функции w{i) подчиняются уравнениям 

(5.6) (и£>)* - (и>Р)* = 2Аа - 2АЬ, 
(5.7) wia) = w£)wic\ a, b и с не равны друг другу. 

Оа — матрицы Паули; гаъс — абсолютно антисимметричный тензор. Соот
ношение (5.6) определяет алгебраическую кривую (тор). Вычислим усло
вие совместности системы (В.1) в случае (5.5) —(5.7): 

(5.8) 
a=i L b, с=1 ^ ' • 

3 

+ 2 JjT aaw 

+ 

a = l 
3 

25, 

(S 2 - l ) 

дх 

dSa 
дх 

1 c dS* 

# b, c=i 

(1) 
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При вычислении мы использовали соотношение 

^ *abc<'aWb')Wc2)SbSc= — 2 J P ЪаЫ<* aVa* S bAcS „ 
а, Ь, с=1 а, Ь, с=1 

являющееся следствием определений (5.6), (5.7) для величин w^ и w&K 
В случае постоянных w^ , разлагая (5.8) по базису функций wW и w®\ 
получаем уравнение Ландау — Лифшица (5.4), где 

/ = 
Ai 0 0 * 
О А2 О 
О О А3 

Пусть теперь функции w^ и Аа зависят от х и t. В общем случае 
эта зависимость должна задаваться уравнениями 

(5.9) 
(1) dm" 

дх 
(1) Ja^a > 

dw)i Д) 

dt 
gnwK

a
Z) + A X . Д) 

Оказывается, однако, что функциональный произвол, возникающий в 
(5.9), является мнимым: опуская доказательство, приведем 

П р е д л о ж е н и е 3. Требование совместности уравнений системы 
(5.9) между собой и с определением (5.6), (5.7), а также выполнение 
условия S 2 = l оставляют возможным вариант 

(5.10) dw^ 
дх 

(1) Л 

— — wa) 

— wa i 

dw'a1 Д) 

dt 
•wt 

(2) 

Подставляя (5.10) в (5.8), получаем деформацию уравнения Ландау — 
Лифшица: 

(5.11) 

где 

st= s х (s^ + -1 sx + *v0s), s* = i, 

Л ( * ) = А 4 Д / 0 = - 8 
'Л10 

^2° 
Лз° 

Отметим, что в цилиндрическом уравнении Ландау — Лифшица в отличие 
от деформации (5.11) отсутствует коэффициент х2 перед слагаемым SX 
X( / 0 S) . Осталось проинтегрировать систему (5.10). Ищем решение в 
виде 

w™(z, ху t) = xwa(k = z - 4р*), р = 1/2 / / з ° - / i ° 

(комплексная константа интегрирования z является скрытым спектраль
ным параметром), автоматически удовлетворяющем первому уравнению 
системы (5.10). Подставляя во второе уравнение, получим 

dw„ 
dX — plwbwc. 

Решение последнего уравнения выражается через эллиптические функции 
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p dn (X, к) реп (к, к) 
w* = 7i—TT~ > w3 = 

Якоби [15]: 

m __ 9 
x~an(k,k)' шг~ sn(l,k) ' ш*~ sn(k,k) ' 

заданные в прямоугольнике /?={Я : |Re^|<2/c, |ImA,|^2&'}. 
Отметим, что уравнение (5.11) можно получить, усредняя по группе 

редукции /^-операторы: Li=—dx+U; L2=—dt+V для цилиндрического 
уравнения Гайзенберга (В.12) [16]. 

Авторы статьи благодарят Габитова И. Р. за плодотворное обсужде
ние работы. 

П Р И Л О Ж Е Н И Е 
Приведем, опуская вычисления, список найденных нами деформаций (и соот

ветствующих линейных систем полиномиального типа) различных известных урав
нений. 

1. Деформации уравнения Кортевега — де Фриза: 

(П.1) 
1 

ut = vxxx+2vxii + vux, v = 
2 

1 f - / 4и \ —^ J Уя I 2их + J dx. 

Для получения (П.1) мы использовали «скалярную» линейную систему 

(П.2) Фхх+£/Ф=0, Ф*=ЛФХ+£Ф, 

(П.З) U=K + u, A=4X + v, В = Ах, 
2 

где Хх=Х/х, Xt=(12/x)№, X=-x/12(t + z). Заменами и{х, t)=-5/16x2 + u(x, t), x=x*k, 
t=(27/8)t система (П.1) приводится к виду (ниже шляпки опускаем) 

(П.4) ut +(хи)ххх+ихх= I —Зхи2—2и \ и dx I —За2. 

Деформация (П.1) является нетривиальной. Для получения уравнения (В.14) в (П.З) 
необходимо выбрать и=— 2и\ Хх= —1/12*; Xt==—X/t. 

2. Деформация модифицированного уравнения Кортевега — де Фриза: 

(П .5) ut + {хи)ххх=±2 ( х J и2 dx ) и 

Для построения (П.5) необходимо применять линейную систему (В.1): 

(П.6) Фх=иФ, Ф,=УФ, 

где U-tx[\ _ ° ] + [ ± ° "J, 
Г1 0 1 Г 0 иЛ 

V = 4il3x\ \+4Х2х\ + 
L 0 —1J l±u 0i 

( х \ и2 dx J — (хи)х 

±(хи)х 
* ' а; 

+ 2iM 
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о 

+ {хи)хх+2и lx \и2 dx J 
* ' х 

Хх=0, Я*=4Я3, М М ) = -

-{хи)хх±2\ и\ х \ и2 dx J 

Y-8(*+z) 
3. Деформации системы Каупа [17]: 

1 
(П.7) ut + (хи2)х+ (жт1Ь=-Т|, 

T]t+(a:r]ii)x+ (жи)^х:=-'П^. 
Для системы (П.7) соответствующая линейная система имеет вид (П.2), где 

iXu ц и2 1 1 
С/ = Л,2 + + , A = -2ixX- хи, В = А* 

2 4 16 2 2 

Хх=0, Xt=-2ik2, X(z,t)--
1 

2t(*+2) 

Деформация (П.7) является нетривиальной. Приведем также тривиальную дефор
мацию системы Каупа, интересную с точки зрения приложения в гидродинамике: 

(П.8) щ + иих+цх=0, 

T|f+[(1— ax-\-r\)u]x+uxxx=0, a — постоянная. 

Для системы (П.8) функции U, А и В имеют вид 

Ни 1 и2 

U=K2 + + — (ц + 1-ах) , 
2 4 16 

А = -2гХ-- В= Ах 
2 

где Х*=0, Kt = — a, X(z,t)=z + -— at.Отметим, что заменой: 
4 4 

~ ~ ~ ~ а 
(П.9) т](.г, t)=ax+r\(x, t), x=x + — *2, 

u(#, £) =— <xt + u(x, t), t=t, 

система (П.8) приводится к исходной недеформированной системе Каупа [17 J 
(шляпки опускаем): 

щ + иих+цх=0, r\t+[{l + v\)u]x + uxxx=Q. 

4. Деформации нелинейного уравнения Шредингера (НУШ): 

1 Ф f 1*1 
(П.10*) ^ « + ф« + ф*±2Ц>|2Ч> = + 4г|) • 

/у. - у 2 V -у. 
da:. 

Здесь и ниже линейные системы имеют вид (П.6), поэтому мы будем приводить 
только соответствующие матричные функции U и V. В случае (П.Ю*) имеем 

L0 - 1 J L±t|) OJ 

V=-2iX2 I I — 2iA. Г — I 
L 0 —1 J L ±гЬ 0 i 
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iiMi±2j J Ж2 

X 

1 _ 

dx 

щъ 

Ух' 

2+2 

1 

a 

<i-
r* 

dx 1 

Я 
# л 4(2 + 0 

Уравнение (П.10+), являющееся нетривиальной деформацией НУШ, замечательно 
в том отношении, что оно калибровочно-эквивалентно цилиндрическому уравнению 
Гайзенберга (В.12). Заменами 

Х хч ~ ~ 

*=* 

уравнения (П. 10*) приводятся к виду (ниже шляпки опускаем) 

(П.11±) itp't +(хЦ)хх±2Ц х J \^\2dx = 0 . 

После завершения нашей работы нам стало известно, что уравнения (П.4), (П.5) и 
(П.И*) были проинтегрированы ранее в работе [6]: 

(П.12) 

L0 - 1 J L±a|) OJ 

Г 1 0 1 Г 0 -ф 1 \±i\^\ 
L 0 —1 J L ± i b 0 - 1 L ±яьх =Fi|l|> 

^ x 1 
|гЬ|2-Г 

^я — • 
At 

%t = — — , M*»^, 0 = 

t 
z+x/A 

Уравнение (П.12), нам ранее неизвестное, описывает цилиндрически расходящиеся 
квазиплоские волны огибающих в нелинейной среде. Кроме того, это уравнение 
является тривиальной деформацией НУШ. Замена 

(П.13) 
1 Г ix2 1 ~ /ч ~ х ~ 1 

ty(x,t) = — ехр —— рК*,*) , я = — , * = 
t I At л t t 

в уравнении (П.12) приводит к НУШ (шляпки опускаем) 

п|^+я|)х*±2|г|5|2г|)=0. 

5. Деформация уравнения Шредингера с дифференцированной нелинейностью 

1 
118]: 

(П.14) i^t+(xy)xx±i{x\y\2ty)x-— i|)x=0, 

г 1 от Г "° * 1 
и = -и2 - * Ч - 1 

L 0 - 1 J L ±г|) 0 J 
Г 1 0 1 Г 0 i|?l [±№ 0 1 

L о - 1 J L±x|) о J L о =FИ> J 

+ Xa: 

фж + — ±;|ф|2^ 
2л: 

2я 
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u*=0, %t = №, X(z,t) = 
1-2{t+z) 

После замены •^{x1t)=^x~'u'^(x, t), x=2x'2, t=t, система (П.14) принимает вид (ниже 
шляпки опускаем) 

1 1 i 
(П.15) и|>* + Ч>*х + Ф*±*(|Ф|Ч)* = Ут— 1Ф1Ч-

х Ах2 2х 
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Академии наук СССР 

INVERSE SCATTERING METHOD 
WITH VARIABLE SPECTRAL PARAMETER 

Burtsev S. P., Zakharov V. E., Mikhailov A. V. 

In the traditional scheme of the inverse scattering method the spectral parameter 
of the auxiliary linear problem is usually considered as a constant. The authors propose 
to consider it as a variable satisfying an over-determined system of differential equa
tions which is determined by the auxiliary linear problem. Nonlinear equations arising 
in this approach include, as a rule, the explicit dependence on coordinates. Besides the 
known equations (equation of gravitation, Heisenberg equation in axial geometry etc.) 
the method makes it possible to construct a number of new integrable equations valuable 
:ior applications. 
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